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Нелинейный динамический конечноэлементный анализ гибкой в 
поперечном направлении толстой многослойной панели на 
упругом основании с учетом развития повреждений во времени. 
Сообтение 2. Трехмерный расчет и интегрирование по времени
В .  Ю .  П е р е л ь
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Д ля случая толстой многослойной панели с поверхностными слоями из композитного 
ламината предложена расчетная схема в рамках теории пластин с использованием упро­
щенных представлений, описанных в сообщении 1. Алгоритм расчета динамической задачи, 
учитывающий развитие повреждений в материале, используется в расчетной схеме, осно­
ванной на геометрически нелинейной формулировке задачи, для анализа условий разрушения 
многослойной панели, которая подвергается ударному нагружению при падении на грунт.
Клю чевые слова : с ж и м а е м ы е  в  п о п е р е ч н о м  н а п р а в л е н и и  м н о г о с л о й н ы е  
п а н е л и ,  у п р у г о е  о с н о в а н и е ,  н е л и н е й н а я  д и н а м и к а ,  р а з в и т и е  п о в р е ж д е н и й  в о  
в р е м е н и ,  т р е х м е р н о е  н а п р я ж е н н о е  с о с т о я н и е .
I n t r o d u c t i o n .  I n  t h e  p r e s e n t  p a p e r ,  a  c o m p u t a t i o n a l  s c h e m e  f o r  a n a l y s i s  o f  
t h e  s a n d w i c h  p l a t e  i s  c o n s t r u c t e d  i n  w h i c h  t h e  s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n s  t h a t  l e a d  
t o  a  p l a t e - t y p e  t h e o r y  a r e  m a d e  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  t r a n s v e r s e  
s t r a i n s  i n  t h e  t h i c k n e s s  d i r e c t i o n  o f  t h e  f a c e  s h e e t s  a n d  t h e  c o r e  o f  t h e  s a n d w i c h  
p l a t e .  T h e  d i s p l a c e m e n t s  a r e  t h e n  o b t a i n e d  b y  i n t e g r a t i o n  o f  t h e s e  a s s u m e d  
t r a n s v e r s e  s t r a i n s ,  a n d  t h e  c o n s t a n t s  o f  i n t e g r a t i o n  a r e  c h o s e n  t o  s a t i s f y  t h e  
c o n d i t i o n s  o f  c o n t i n u i t y  o f  t h e  d i s p l a c e m e n t s  a c r o s s  t h e  b o r d e r s  b e t w e e n  t h e  f a c e  
s h e e t s  a n d  t h e  c o r e .  I n  s u c h  a  m e t h o d ,  t h e  r e q u i r e d  c o n t i n u i t y  o f  d i s p l a c e m e n t s  i n  
t h e  t h i c k n e s s  d i r e c t i o n  i s  s a t i s f i e d  r e g a r d l e s s  o f  t h e  a s s u m e d  t y p e  o f  
t h r o u g h - t h e - t h i c k n e s s  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  t r a n s v e r s e  s t r a i n s ,  a n d  t h e  t r a n s v e r s e  
f l e x i b i l i t y  o f  t h e  p l a t e  c a n  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  T h i s  l e a d s  t o  a  l a r g e r  n u m b e r  o f  
c h o i c e s  o f  s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n s  a b o u t  t h e  v a r i a t i o n  o f  s t r a i n s  ( a n d ,  t h e r e f o r e ,
* Formulas in Parts 1 and 2 have through numeration.
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d i s p l a c e m e n t s )  i n  t h e  t h i c k n e s s  d i r e c t i o n ,  a n d ,  t h e r e f o r e ,  a l l o w s  a  b e t t e r  
a d j u s t m e n t  o f  t h e  c o m p u t a t i o n a l  s c h e m e  t o  t h e  c o n d i t i o n s  u n d e r  w h i c h  t h e  
s a n d w i c h  p l a t e  i s  a n a l y z e d  b y  a  l a y e r w i s e  m e t h o d  w i t h  o n l y  t h r e e  s u b l a m i n a t e s  
( b e i n g  t h e  f a c e  s h e e t s  a n d  t h e  c o r e ) .  T h e  t r a n s v e r s e  s t r e s s e s  a r e  c o m p u t e d  b y  
i n t e g r a t i o n  o f  t h e  p o i n t w i s e  e q u i l i b r i u m  e q u a t i o n s  t h a t  l e a d s  t o  s a t i s f a c t i o n  o f  
c o n d i t i o n s  o f  c o n t i n u i t y  o f  t h e  t r a n s v e r s e  s t r e s s e s  a c r o s s  t h e  b o u n d a r i e s  b e t w e e n  
t h e  f a c e  s h e e t s  a n d  t h e  c o r e  a n d  s a t i s f a c t i o n  o f  s t r e s s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n  t h e  
u p p e r  a n d  l o w e r  s u r f a c e s  o f  t h e  p l a t e .
T h e  m o d e l  i s  c o n s i d e r e d  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e  s i m p l e s t  o f  s u c h  a s s u m p t i o n s  
t h a t  d o  n o t  i g n o r e ,  i n  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  s t r a i n  e n e r g y ,  t h e  t r a n s v e r s e  s h e a r  a n d  
n o r m a l  s t r a i n s  i n  t h e  f a c e  s h e e t s .  I t  i s  a s s u m e d  h e r e  t h a t  t h e  t r a n s v e r s e  s t r a i n s  d o  
n o t  v a r y  i n  t h e  t h i c k n e s s  d i r e c t i o n  w i t h i n  t h e  f a c e  s h e e t s  a n d  t h e  c o r e ,  b u t  c a n  b e  
d i f f e r e n t  f u n c t i o n s  o f  t h e  i n - p l a n e  c o o r d i n a t e  i n  t h e  f a c e  s h e e t s  a n d  t h e  c o r e .  I n  
t h e  p o s t - p r o c e s s  s t a g e  o f  a n a l y s i s ,  t h e s e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n s  o f  t h e  t r a n s v e r s e  
s t r a i n s  c a n  b e  i m p r o v e d  b y  s u b s t i t u t i n g  t h e  t r a n s v e r s e  s t r e s s e s ,  o b t a i n e d  b y  
i n t e g r a t i o n  o f  t h e  p o i n t w i s e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( A p p e n d i x  [ 1 ] )  i n t o  t h e  
s t r a i n - s t r e s s  r e l a t i o n s .  T h e s e  i m p r o v e d  v a l u e s  o f  t h e  t r a n s v e r s e  s t r a i n s  v a r y  i n  t h e  
t h i c k n e s s  d i r e c t i o n  a n d  a r e  s u f f i c i e n t l y  a c c u r a t e  a s  c o m p a r e d  t o  t h o s e  o f  t h e  
k n o w n  e x a c t  s o l u t i o n s ,  b a s e d  o n  t h e  l i n e a r  t h r e e - d i m e n s i o n a l  t h e o r y  [ 2 - 3 ] .  I n  t h e  
t h e o r y ,  d i s c u s s e d  i n  t h i s  p a p e r ,  t h e  t r a n s v e r s e  d i s p l a c e m e n t ,  o b t a i n e d  b y  
i n t e g r a t i o n  o f  t h e  a s s u m e d  t r a n s v e r s e  n o r m a l  s t r a i n ,  v a r i e s  l i n e a r l y  i n  t h e  
t h i c k n e s s  d i r e c t i o n  w i t h i n  a  s u b l a m i n a t e  ( t h e r e f o r e ,  t r a n s v e r s e  c o m p r e s s i b i l i t y  o f  
t h e  p l a t e  i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t ) ,  a n d  t h e  i n - p l a n e  d i s p l a c e m e n t ,  o b t a i n e d  b y  
i n t e g r a t i o n  o f  t h e  a s s u m e d  t r a n s v e r s e  s h e a r  s t r a i n s ,  v a r i e s  q u a d r a t i c a l l y  w i t h i n  t h e  
t h i c k n e s s  o f  a  s u b l a m i n a t e .  T h e  d e v e l o p e d  t h e o r y  d o e s  n o t  r e q u i r e  m a n y  d e g r e e s  
o f  f r e e d o m  i n  f i n i t e  e l e m e n t  m o d e l s ,  d e s p i t e  i t s  a b i l i t y  t o  c a p t u r e  t h e  t r a n s v e r s e  
f l e x i b i l i t y  o f  t h e  p l a t e  a n d  n o n - l i n e a r  t h r o u g h - t h e - t h i c k n e s s  v a r i a t i o n  o f  t h e  
i n - p l a n e  d i s p l a c e m e n t s .
T h r e e - D i m e n s i o n a l  F o r m u l a t i o n .  T h e  s a n d w i c h  p l a t e  i s  d i v i d e d  i n t o  t h r e e  
c o n v e n t i o n a l  l a y e r s  ( s u b l a m i n a t e s ) :  t h e  t w o  f a c e  s h e e t s  a n d  t h e  c o r e .  W i t h i n  e a c h  
s u b l a m i n a t e ,  t h e  s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n s  o f  t h e  p l a t e  t h e o r y  a r e  m a d e  s e p a r a t e l y .  
I n  t h e  f o l l o w i n g  t e x t ,  t h e  s u p e r s c r i p t  k  d e n o t e s  t h e  n u m b e r  o f  a  s u b l a m i n a t e :  
k =  1 d e n o t e s  t h e  l o w e r  f a c e  s h e e t ,  k =  2  d e n o t e s  t h e  c o r e ,  a n d  k =  3  d e n o t e s  t h e  
u p p e r  f a c e  s h e e t  ( s e e  F i g .  1 i n  P a r t  1 [ 1 ] ) .
F i n i t e  E l e m e n t  F o r m u l a t i o n  f o r  C y l i n d r i c a l  B e n d i n g .  L e t  u s  c a l l  t h e  
d i m e n s i o n  o f  t h e  p l a t e  i n  t h e  x - d i r e c t i o n  t h e  l e n g t h ,  a n d  d i m e n s i o n  i n  t h e  
y - d i r e c t i o n  -  t h e  w i d t h .  I f  t h e  w i d t h  o f  t h e  p l a t e  i s  m u c h  l a r g e r  t h a n  i t s  l e n g t h ,  
a n d  i f  t h e  l o a d  i n t e n s i t y  d o e s  n o t  v a r y  i n  t h e  w i d t h  d i r e c t i o n ,  t h e n  t h e  
d i s p l a c e m e n t s  d o  n o t  d e p e n d  o n  t h e  y - c o o r d i n a t e :
u =  u (x , z ) ,  v  =  v( x , z ) ,  w = w (x , z ) .  ( 4 2 )
S u c h  a  c o n d i t i o n  i s  c a l l e d  a  g e n e r a l i z e d  p l a n e  s t r a i n  o r  c y l i n d r i c a l  b e n d i n g .  
I n  c a s e  o f  c y l i n d r i c a l  b e n d i n g ,  t h e  u n k n o w n  f u n c t i o n s  d e p e n d  o n l y  o n  t h e  
x - c o o r d i n a t e  a n d  t i m e .  T h e r e f o r e ,  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  p l a t e - b e n d i n g  p r o b l e m  
r e d u c e s  t o  t h e  o n e - d i m e n s i o n a l  p r o b l e m .  T h e n ,  a l l  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  
y - c o o r d i n a t e  v a n i s h  i n  a l l  f o r m u l a s  o f  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n s .
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H e r e a f t e r ,  a  s a n d w i c h  p l a t e  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  w i t h  a n  i s o t r o p i c  o r  
t r a n s v e r s e l y  i s o t r o p i c  c o r e  a n d  w i t h  f a c e  s h e e t s  b e i n g  c o m p o s i t e  l a m i n a t e s  o f  0  
a n d  9 0 °  p l i e s  o r i e n t a t i o n .  I n  t h i s  c a s e ,  a t  e a c h  p o i n t  o f  t h e  p l a t e  t h e r e  i s  a  p l a n e  o f  
e l a s t i c  s y m m e t r y
u = u (x , z ) ,  w =  w (  x , z ) ,  v  =  0 ,  ( 4 3 )
p a r a l l e l  t o  t h e  x — z  c o o r d i n a t e  p l a n e ,  a n d ,  t h e r e f o r e ,  t h e  c o n d i t i o n  o f  t h e  
g e n e r a l i z e d  p l a n e  s t r a i n  r e d u c e s  t o  t h e  c o n d i t i o n  o f  p u r e  p l a n e  s t r a i n  [ 1 ] ,  t h a t  i s ,  
a n d  a l l  s t r a i n  c o m p o n e n t s ,  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  y - d i r e c t i o n ,  a r e  e q u a l  t o  z e r o :
£  =  0  £  — 0  £  — 0yy ’ xy ’ yz ( 4 4 )
T h e r e f o r e ,  t h e  u n k n o w n  f u n c t i o n s  a r e
u m £  (1) £  (1) £  (2) £  (2 ) p (3 ) p (3) 
M 0 ; 'JJ0 ? ° xz ’ ° zz ’ ° xz ’ ° zz ’ ° xz ’ ° zz ■ ( 4 5 )
T o  p e r f o r m  a  f i n i t e  e l e m e n t  f o r m u l a t i o n ,  t h e  u n k n o w n  f u n c t i o n s  a n d  W 0 ( x , t ) 
a r e  r e p r e s e n t e d  b y  p i e c e w i s e  i n t e r p o l a t i o n  p o l y n o m i a l s :
u 0 — [ M 1 M  2 ]
[« (0 )1  
l u (  l ) [ ’ ( 4 6 )
£  (xz } (0 )1
£  ( z  — [M 1 M  2 ] ,  (Z)
£  xz ; (  l ) l
( 4 7 )
w h e r e
x  x
M 1  =  1 - - ,  M 2 — - , ( 4 8 )
W q — [ N 1 N  2 N  3 N  4 ]
m  0 ( 0 )  
dm o 
^ ^ ( 0 )  dx
m o (  l  ) 
d m  0 
~ T (  l ) dx
( 4 9 )
a n d  l i s  a  l e n g t h  o f  a  f i n i t e  e l e m e n t ;
£  S } — [ N 1 N  2 N  3 N  4 ] ( 5 0 )
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w h e r e
3 x 2 2 x 3 2 x 2 x 3
N 1 -  1 — 2 +  13 ’ N  2 — X — l +  12 ’
3 x 2 2 x 3 x 2 x 3 ( 5 1 )
N  3 — 2 — 3 , N  4 — — +  2 .
3 l 2 l 3 4 l l 2
H e r e  a n d  f u r t h e r  i n  t h i s  s e c t i o n ,  d e v o t e d  t o  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  f o r m u l a t i o n ,  i t  i s  
i m p l i e d  f o r  s i m p l i c i t y  o f  n o t a t i o n s  t h a t  x  i s  a  c o o r d i n a t e  i n  t h e  e l e m e n t  ( l o c a l )  
c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  t h e  o r i g i n  o f  w h i c h  c o i n c i d e s  w i t h  a  l e f t  n o d e  o f  a  f i n i t e  
e l e m e n t .  T h i s  c h o i c e  o f  i n t e r p o l a t i o n  p o l y n o m i a l s  i s  e x p l a i n e d  i n  [2 ] .
T h u s ,  t h e  c o m b i n e d  f i n i t e  e l e m e n t  h a s  2 4  d e g r e e s  o f  f r e e d o m .  A t  e a c h  n o d e  
t h e r e  a r e  12 n o d a l  p a r a m e t e r s :
j p (1) j p (2 ) dp (3) 
u p (1) p  (2 ) p  (3 ) w  d w 0  p  (1) zz p  (2 ) dp zz p (3 ) dp zzU0 , p xz , p xz , p xz , w0 , 7 , p zz , 7 , p zz , 7 , p zz , 7 .dx dx dx dx
F r o m  t h e  e x t e n d e d  H a m i l t o n ’s  p r i n c i p l e  { e q u a t i o n  ( 2 7 )  i n  P a r t  1 [ 3 ] } ,  w r i t t e n  
i n  t e r m s  o f  n o d a l  p a r a m e t e r s  d t (i — 1, 2 ,  . . . ,  2 4 ) ,  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  o f  
m o t i o n  o f  a  f i n i t e  e l e m e n t  i n  t e r m s  o f  t h e  n o d a l  p a r a m e t e r s  c a n  b e  d e r i v e d :
[m ]  { d ' } +  [ c ]  {d }  +  [k ] { d }  +  — { r }  .
(24X 24) (24X1) (24X 24) (24X1) (2 4 x 2 4 ) (24x1) 0\ d f  (24x1) ( 5 2 )
(24X1)
I n  t h i s  e q u a t i o n ,  a  p a r t  U nl o f  t h e  s t r a i n  e n e r g y  i s  d u e  t o  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  
i n  t h e  s t r a i n - d i s p l a c e m e n t  r e l a t i o n s  ( g e o m e t r i c  n o n - l i n e a r i t y  o f  t h e  v o n  K a r m a n  
t y p e ) .  T h e  e x p r e s s i o n  f o r  U nl i s  n o t  a  q u a d r a t i c  f o r m  o f  t h e  n o d a l  v a r i a b l e s ,
dU  nl
t h e r e f o r e  t h e  v e c t o r  ----------  i s  n o t  l i n e a r  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  n o d a l  v a r i a b l e s .  T h e
d { d }  F
m a t r i c e s ,  w h i c h  e n t e r  i n t o  e q u a t i o n  ( 5 2 ) ,  w e r e  d e r i v e d  w i t h  t h e  u s e  o f  e x a c t  
i n t e g r a t i o n ,  p e r f o r m e d  w i t h  a  p r o g r a m  f o r  s y m b o l i c  c o m p u t a t i o n ,  M A P L E .  I n  t h e  
f i n i t e  e l e m e n t  a n a l y s i s ,  p r e s e n t e d  i n  t h i s  w o r k ,  t h e  g l o b a l  d a m p i n g  m a t r i x  i s  n o t  
a s s e m b l e d  f r o m  t h e  e l e m e n t  d a m p i n g  m a t r i c e s .  I n s t e a d ,  t h e  p r o p o r t i o n a l  d a m p i n g  
m o d e l  i s  u s e d ,  i n  w h i c h  t h e  g l o b a l  d a m p i n g  m a t r i x  [C ] i s  p r e s e n t e d  a s  a  l i n e a r  
c o m b i n a t i o n  o f  t h e  g l o b a l  s t i f f n e s s  a n d  m a s s  m a t r i c e s  ( t h e r e f o r e ,  t h e  v i r t u a l  w o r k  
o f  t h e  d a m p i n g  f o r c e s ,  a s  p r e s e n t e d  b y  e q u a t i o n s  ( 3 5 ) - ( 3 7 )  i n  P a r t  1 [ 1 ] ,  i s  n o t  
u s e d  i n  t h i s  f i n i t e  e l e m e n t  f o r m u l a t i o n ,  b u t  h a s  o n l y  a  t h e o r e t i c a l  i m p o r t a n c e  i n  
f o r m u l a t i n g  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  p l a t e - t y p e  t h e o r y ) :
[ C  ] — « 1[ K  ] + a  2 [ M  ] ,  ( 5 3 )
w h e r e  «1 a n d  a  2 a r e  c o n s t a n t s  t o  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t w o  g i v e n  l o g a r i t h m i c  
d e c r e m e n t s  o f  d a m p i n g ,  d 1 a n d  d  2 , w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  t w o  u n e q u a l  
f r e q u e n c i e s  o f
«1 — , 2  ( 5 4 )
W j — m  2 )
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v i b r a t i o n s  W j a n d  m  2 b y  t h e  f o r m u l a s
W lW  2(  0 2 ®1 “ <5iW 2 )
------------^ ------------------------- ' ( 5 5 )л ( w  -  w 2 )
T h e  a s s e m b l e d  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  o f  t h e  w h o l e  s t r u c t u r e  w e r e  s o l v e d  b y  
d i r e c t  i n t e g r a t i o n  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  N e w m a r k  m e t h o d  ( [ 4 ,  5 ] ) .
I n  t h e  p o s t - p r o c e s s i n g  s t a g e  o f  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  a n a l y s i s ,  t h e  i n - p l a n e  
s t r e s s e s  a Xx\  a Xy\  a n d  a a r e  c o m p u t e d  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  c o n s t i t u t i v e  
e q u a t i o n s ,  w h i c h  i n  c a s e  o f  p u r e  p l a n e  s t r a i n  ( c y l i n d r i c a l  b e n d i n g ) ,  t a k e  t h e  f o r m
a  XX} =  C (f  £  XX} +  C (3 ) £ ( k , ( 5 6 )
a  (k) _  C (k) £  (k ) +  C (k) £  (k ) ( 5 7 )
a  xy _  C 16 £ XX +  C 36 £ zz , ( 5 / J
a «  _  C (2 ) £ XX} +  C 2k3) £ (z Z \  ( 5 8 )
w h e r e a s  t h e  t r a n s v e r s e  s t r e s s e s  a  XX \ aXy \  a n d  a  n e e d  t o  b e  c o m p u t e d  b y
i n t e g r a t i o n  o f  t h e  p o i n t w i s e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  w h i c h  i n  c a s e  o f  p u r e  p l a n e  
s t r a i n  a n d  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  p l a t e  i s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  
g r a v i t y  f o r c e ,  t a k e  t h e  f o r m
a  XX)x +  aX Z )z _ P ( k ) « ( k ) , ( 5 9 )
a  yX^X +  a ^  z  _  0 , ( 6 0 )
a  «  +  a  ZZ Iz +  f  ( a  w *  ) )  -  p (k > q _  p (k > w (k  ) ( k  _  1 , 2 , 3 ) .  ( 6 1 )
OX
I f  o n e  i n t e g r a t e s  e q u a t i o n s  ( 5 9 ) —( 6 1 )  a n d  s a t i s f i e s  s t r e s s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
o n  t h e  l o w e r  s u r f a c e s  [ e q u a t i o n s  ( 8 ) ]  a n d  c o n d i t i o n s  o f  c o n t i n u i t y  o f  t h e  
t r a n s v e r s e  s t r e s s e s  { e q u a t i o n s  ( 1 0 )  a n d  ( 1 1 )  i n  P a r t  1 [ 1 ] } ,  o n e  g e t s :
z
a XZ _  / ( p (1 )« (1) -  H a XX,X) d z  ( z 1 ^ z  ^ z 2 ) ,  ( 6 2 )
о
2
X2) =  /  (  p  (1) ii (1) -  "  о  «  )dz  +
+  /  ( P ( 2 ) u ( 2 )  -  H° S x  )dz  ( z 2 ^  z  ^  z 3 X  ( 6 3 )
z 2
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O
2  3
g >  =  f ( p " < U "<  -  H O )dz +  f ( p ' 2 > U '2 > -  H O g > . ) d z  +
+  / ( p < 3 ) ii< 3 > -  H o(3X d  ( z 3 <  z  <  z 4 ) , ( 6 4 )
O (x,z,t) =  - f  H o ( yxx d z , ( 6 5 )
O
2  ^
(yz) (x,z,t) = -  f  H O  ( x,xd z -  f  H o i yx,xd z , ( 6 6 )
2 3
o (y J (x , z , t )  =  -f Ho ^ x d z  -  f  Ho ^ d z  -  f  H o ^ d z , ( 6 7 )
z 2 z 3
o  (1) = - qL  +  f
zz b P  (1 )(  "  (1) +  g  ) - ^  (  H o  XX w ? ) - o  S x d z , ( 6 8 )
o P  (1 )(  w (1) +  g ) - ^  ( H o  XX w ? ) - o  S x dz +
+; f 2 ) ^ - - ( 2 ) .  X 0  / H _ (2) ( 2 K  _ (2 )p  ( ) ( w (  ) +  g )  -  —  (  o(xxf w  (x ) )  - o  (zx)x0x ( 6 9 )
o  (3 ) =  - ML +  f  
°  zz b ^  f
P  (1 )(  w (1) +  g )  - f  ( H o  xx w ? ) - o  «  
0x
dz +
z 3
+;
z
P  ( 2 ) (  w (2) +  g )  - o x  ( H o  g )  w ? )  - o  V dz +
2
+/ „ ( 3 ) / - - ( 3 ) .  X 0  / H _ (3) ( 3 K  Y3)p  ( ) ( w (  ) +  g )  -  —  (  ^  w y ) - o  zx)x 0x d z . ( 7 0 )
I n  t h e  e q u a t i o n s  ( 6 2 ) - ( 7 0 ) ,  t h e  i n - p l a n e  s t r e s s e s  w i t h  t h e  l e f t  s u p e r s c r i p t s  H  
( w h i c h  s t a n d s  f o r  H o o k ’s  l a w )  a r e  c o m p u t e d  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  H o o k ’s  l a w ,  i . e . ,
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f r o m  e q u a t i o n s  ( 5 6 ) - ( 5 8 ) .  A s  c a n  b e  s e e n  f r o m  e q u a t i o n s  ( 6 2 ) - ( 7 0 ) ,  t h e  i n e r t i a  
a n d  n o n l i n e a r  t e r m s  a r e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  i n  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  t r a n s v e r s e  
s t r e s s e s .
W i t h  t h e  u s e  o f  e q u a t i o n s  ( 5 6 ) - ( 5 8 )  a n d  ( 6 2 ) - ( 7 0 ) ,  a l l  s t r e s s  c o m p o n e n t s  c a n  
b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  u n k n o w n  f u n c t i o n s  u0 , w 0, £2 ? ,  £ 2 ? ,  £ Xz^ , £  Z z^  
£  , a n d  £  Z p . T h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  s t r e s s e s  i n  t e r m s  o f  t h e  u n k n o w n  f u n c t i o n s  
a r e  n o t  s h o w n  e x p l i c i t l y  b e c a u s e  o f  t h e i r  l a r g e  s i z e .  E x a m p l e s  o f  s u c h  e x p r e s s i o n s  
a r e  s h o w n  i n  [ 4 ] .
dwo (k) d £  2Z) (k)
T h e  v a l u e s  o f  u0 , w 0, -------- , £ (zz\  , a n d  e ’ a r e  m o s t  a c c u r a t e  a t  t h e
0 0 d x  zz d x  xz
n o d e s  o f  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  m e s h  ( b e c a u s e  t h e s e  v a r i a b l e s  a r e  c a r r i e d  a s  n o d a l
v a r i a b l e s ) ,  a n d ,  f o r  c o m p u t a t i o n  o f  s t r e s s e s ,  t h e y  c a n  b e  t a k e n  d i r e c t l y  f r o m  t h e
12 -\2 (Z)
d  Wo d £ Z
f i n i t e  e l e m e n t  s o l u t i o n .  T h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e s  -------^  a n d  --------c o m p u t e d
dx dx
f r o m  i n t e r p o l a t i o n  p o l y n o m i a l s ,  u s e d  i n  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  f o r m u l a t i o n ,  a r e  m o s t  
a c c u r a t e  a t  t h e  G a u s s  p o i n t s .  ( T h e  l o c a t i o n s  o f  t h e  m i n i m a l - e r r o r  p o i n t s  o f  t h e  
d e r i v a t i v e s  o f  t h e  f i e l d  v a r i a b l e s  w i t h i n  a  f i n i t e  e l e m e n t  w e r e  c a l c u l a t e d  w i t h  t h e
1 3 1 3 „ (Z)
d  W o d  £
u s e  o f  a  m e t h o d  p r e s e n t e d  b y  A k i n  [ 6 ] ) .  T h e  t h i r d  d e r i v a t i v e s  -------r— a n d  --------t— ,
dx  3 dx  3
c o m p u t e d  f r o m  t h e  i n t e r p o l a t i o n  p o l y n o m i a l s ,  a r e  c o n s t a n t  o v e r  t h e  e l e m e n t ’s 
l e n g t h  a n d  a r e  m o s t  a c c u r a t e  i n  t h e  m i d d l e  o f  t h e  f i n i t e  e l e m e n t .  T h e  d e r i v a t i v e s
4  4 ( 2 )  2  2  (Z)
d  W o d  £  2 /  d  uo d  £  xz'
--------;— , --------z— , ------ ; ° ,  a n d  --------x— , t a k e n  a s  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  i n t e r p o l a t i o n* - > 4 * - > 4 * - > 2  *->2
dx  dx  dx  dx
p o l y n o m i a l s ,  w h i c h  a r e  u s e d  i n  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  f o r m u l a t i o n ,  a r e  e q u a l  t o  z e r o  
t h a t  c a n  b e  w r o n g  f o r  a  p a r t i c u l a r  p r o b l e m .  T h e r e f o r e ,  t h e s e  d e r i v a t i v e s  a r e  
c o m p u t e d  n u m e r i c a l l y  a t  t h e  n o d a l  p o i n t s  b y  a  f i n i t e  d i f f e r e n c e  s c h e m e ,  u s i n g  t h e  
n o d a l  v a l u e s  o f  w 0 , £  Z Z \ u—, a n d  £  ) , o b t a i n e d  f r o m  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  s o l u t i o n .  
S o ,  t h e r e  a r e  n o  p o i n t s  w i t h i n  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  w h e r e  a l l  t h e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  
f i e l d  v a r i a b l e s  a r e  m o s t  a c c u r a t e  s i m u l t a n e o u s l y .  T h e r e f o r e ,  i n  o r d e r  t o  c o m p u t e  
s t r e s s e s ,  t h e  a v e r a g e  ( o v e r  t h e  e l e m e n t ’s  l e n g t h )  v a l u e s  o f  t h e  f i e l d  v a r i a b l e s  a n d  
t h e i r  d e r i v a t i v e s  a r e  e v a l u a t e d ,  a s  a v e r a g e  v a l u e s  a t  t h e  p o i n t s  w h e r e  t h e s e  
q u a n t i t i e s  a r e  m o s t  a c c u r a t e ,  a n d  t h e n  s u b s t i t u t e d  i n t o  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  
s t r e s s e s ,  p r o d u c i n g  a v e r a g e  ( o v e r  t h e  e l e m e n t ’s  l e n g t h )  v a l u e s  o f  s t r e s s e s .
T h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  t r a n s v e r s e  s t r e s s e s  f r o m  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  
a l l o w s  o n e  t o  s a t i s f y  t h e  s t r e s s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  
s u r f a c e s  o f  t h e  p l a t e ,  a n d  t h e  c o n d i t i o n s  o f  c o n t i n u i t y  o f  t h e  t r a n s v e r s e  s t r e s s e s  a t  
t h e  i n t e r f a c e s  b e t w e e n  t h e  f a c e s  a n d  t h e  c o r e  o f  t h e  s a n d w i c h  p l a t e  a n d  b e t w e e n  
t h e  p l i e s  w i t h  d i f f e r e n t  m a t e r i a l  p r o p e r t i e s  w i t h i n  t h e  f a c e s  [ 2 ] .  T h e  c o m p u t a t i o n  
o f  t h e  t r a n s v e r s e  s t r e s s e s  b y  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  p o i n t w i s e  e q u i l i b r i u m  e q u a t i o n s  i s  
d e m o n s t r a t e d ,  f o r  e x a m p l e ,  i n  [ 4 ]  a n d  s o m e  o t h e r  w o r k s  i n c l u d e d  i n  t h e  
b i b l i o g r a p h y  o f  t h e r e i n .  T h e  f a c t  t h a t  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  t r a n s v e r s e  s t r e s s e s  b y  
i n t e g r a t i o n  o f  t h e  p o i n t w i s e  e q u i l i b r i u m  e q u a t i o n s  ( o r  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n )  a l l o w s  
f o r  t h e  s a t i s f a c t i o n  o f  t h e  s t r e s s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  n o t  o n l y  o n  o n e  o f  t h e  
e x t e r n a l  s u r f a c e s  ( u p p e r  o r  l o w e r ) ,  b u t  o n  b o t h  o f  t h e m ,  w a s  e x p l a i n e d  i n  [ 2 ] .
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I n  m o s t  c o m m o n  c a s e s  o f  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  i . e . ,  s i m p l y  s u p p o r t e d ,  
c l a m p e d ,  a n d  f r e e  e d g e s  o f  t h e  p l a t e ,  t h e  n o d a l  v a l u e s  o f  t h e  t r a n s v e r s e  s t r a i n s  
£ xZ , £  Zz*, £ x2 ^, £ ^ zz^ , £xz\  a n d  £ Z3) a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  n e e d  n o t  b e  s p e c i f i e d  a t  
t h e  e d g e s .
T i m e  I n t e g r a t i o n  w i t h  A c c o u n t  o f  D a m a g e  P r o g r e s s i o n .  W h e n  a  f a i l u r e  
o c c u r s  i n  a  s i n g l e  l a y e r  o f  a  c o m p o s i t e  l a m i n a t e ,  a  c o m p o s i t e  s t r u c t u r e  c a n  s t i l l  
c a r r y  a  l o a d .  T h e r e f o r e ,  a  s u b s e q u e n t  f a i l u r e  p r e d i c t i o n  i s  r e q u i r e d  t o  d e t e r m i n e  a  
d y n a m i c  r e s p o n s e  o f  t h e  s t r u c t u r e  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s o m e  d a m a g e .  T h i s  p r o b l e m  
i s  d e a l t  w i t h  b y  a s s u m i n g  t h a t  w i t h i n  a  f i n i t e  e l e m e n t  w h e r e  t h e  d a m a g e  o c c u r s ,  
t h e  o r i g i n a l  m a t e r i a l  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  d a m a g e d  p l y  c a n  b e  r e p l a c e d  w i t h  
d e g r a d e d  m a t e r i a l  c h a r a c t e r i s t i c s .  T h e  d e g r a d e d  m a t e r i a l  p r o p e r t i e s  a r e  a s s u m e d  
t o  b e  s m a l l  f r a c t i o n s  o f  t h e  p r o p e r t i e s  o f  t h e  u n d a m a g e d  m a t e r i a l ,  b u t  n o t  e q u a l  t o  
z e r o ,  i n  o r d e r  t o  a v o i d  i l l - c o n d i t i o n i n g  o f  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  e q u a t i o n s .  F o r  
e x a m p l e ,  a  d e g r a d e d  v a l u e  o f  t h e  Y o u n g ’s  m o d u l u s  E d o f  t h e  d a m a g e d  p l y  
w i t h i n  a  f i n i t e  e l e m e n t  i s  c o m p u t e d  a s
E u  =  ( src)E x, ( 7 1 )
w h e r e  E 1 i s  a n  o r i g i n a l  v a l u e  o f  t h e  Y o u n g ’s  m o d u l u s  a n d  ( src )  i s  a  s t i f f n e s s  
r e d u c t i o n  c o e f f i c i e n t .
T h e  f a c e  s h e e t s  o f  t h e  s a n d w i c h  p l a t e  a r e  m a d e  o f  l a m i n a t e d  c o m p o s i t e  
p l a t e s ,  t h a t  c a n  f a i l  i n  d i f f e r e n t  m o d e s :  d u e  t o  m a t r i x  c r a c k i n g ,  f i b e r  f r a c t u r e ,  f i b e r  
m a t r i x  d e b o n d s  a n d  d e l a m i n a t i o n .  T h e r e f o r e ,  f o r  a c c u r a t e  p r e d i c t i o n  o f  f a i l u r e  i n  
t h e  f a c e  s h e e t s ,  o n e  n e e d s  t o  u s e  a  f a i l u r e  c r i t e r i o n  t h a t  t a k e s  a c c o u n t  o f  t h e  
m i c r o s t r u c t u r e  o f  t h e  c o m p o s i t e  l a m i n a t e s  a n d  t h e  v a r i e t y  o f  m o d e s  o f  f a i l u r e  t h a t  
c a n  o c c u r  d u e  t o  t h i s  m i c r o s t r u c t u r e .  A  s e t  o f  f a i l u r e  c r i t e r i a ,  d e s i g n e d  f o r  t h i s  
p u r p o s e ,  w e r e  s u g g e s t e d  b y  H a s h i n  [ 7 ] .  T h e r e f o r e ,  f o r  t h e  f a c e  s h e e t s ,  H a s h i n ’s 
c r i t e r i a  a r e  u s e d  i n  t h i s  s t u d y .
T h e  c o r e  o f  t h e  s a n d w i c h  p l a t e ,  m a d e  o f  p o l y m e r i c  f o a m  o r  a  h o n e y c o m b  
s t r u c t u r e ,  i s  m o d e l l e d  a s  a  h o m o g e n e o u s  i s o t r o p i c  o r  t r a n s v e r s e l y  i s o t r o p i c  
m e d i u m .  S u c h  a  m e d i u m  h a s  f e w e r  m o d e s  o f  f a i l u r e ,  n a m e l y  c r u s h i n g  u n d e r  
c o m p r e s s i o n  a n d  c r a c k i n g  u n d e r  t e n s i o n .  T h e r e f o r e ,  f o r  t h e  f a i l u r e  a n a l y s i s  o f  t h e  
c o r e ,  i t  i s  m o r e  a p p r o p r i a t e  t o  u s e  a  f a i l u r e  c r i t e r i o n  t h a t  d o e s  n o t  t a k e  a c c o u n t  o f  
t h e  m i c r o s t r u c t u r e  o f  t h e  m a t e r i a l .  O n e  s u c h  c r i t e r i o n  i s  t h e  T s a i - W u  c r i t e r i o n  [8 , 
9 ]  a n d  i t  i s  u s e d  f o r  t h e  c o r e  i n  t h i s  s t u d y .  T h e  c o r e ,  t h a t  i s  u n i f o r m  b e f o r e  t h e  
b e g i n n i n g  o f  t h e  d a m a g e ,  b e c o m e s  n o n u n i f o r m  i n  t h e  t h i c k n e s s  d i r e c t i o n  ( a s  w e l l  
a s  i n  l o n g i t u d i n a l  d i r e c t i o n )  w h e n  t h e  d a m a g e  s t a r t s  t o  p r o g r e s s  i n  t h e  t h i c k n e s s  
d i r e c t i o n .  F o r  t h i s  r e a s o n ,  t h e  c o r e  i s  d i v i d e d  i n t o  t h e  n o m i n a l  l a y e r s ,  a n d  a  c h e c k  
o f  t h e  f a i l u r e  c r i t e r i o n  i n  t h e  m i d d l e  o f  t h i c k n e s s  o f  e a c h  s u c h  l a y e r  i s  c a r r i e d  o u t .
I n  c a s e  o f  c r u s h i n g  o f  t h e  c o r e  o f  t h e  s a n d w i c h  p l a t e  a n d  t e n s i o n  m o d e s  o f  
f a i l u r e ,  t h e  s t i f f n e s s  r e d u c t i o n  c o e f f i c i e n t s  ( src )  f o r  a l l  m a t e r i a l  c o n s t a n t s  a r e  s e t  
t o  b e  a s  s m a l l  a s  p o s s i b l e ,  b u t  t h e i r  s m a l l n e s s  i s  l i m i t e d  b y  t h e  n e e d  t o  a v o i d  
n u m e r i c a l  d i f f i c u l t i e s  t h a t  c a n  b e  c a u s e d  b y  t h e  l a r g e  d i f f e r e n c e  o f  v a l u e s  o f  
m a t e r i a l  c o n s t a n t s  o f  a d j a c e n t  f i n i t e  e l e m e n t s .  S u c h  v a l u e s  o f  t h e  s t i f f n e s s  
r e d u c t i o n  c o e f f i c i e n t s  a r e  f o u n d  b y  n u m e r i c a l  e x p e r i m e n t a t i o n .  I n  t h e  n u m e r i c a l  
e x a m p l e s  p r e s e n t e d  h e r e a f t e r ,  t h e  s t i f f n e s s  r e d u c t i o n  c o e f f i c i e n t  ( src )  i s  s e t  e q u a l  
t o  0 .0 0 1  i n  c a s e  o f  c r u s h i n g  o f  t h e  c o r e  o f  t h e  s a n d w i c h  p l a t e  a n d  f a i l u r e  i n
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t e n s i o n ,  a n d  0 .0 1  i n  c a s e  o f  f i b e r  f a i l u r e  i n  c o m p r e s s i o n  i n  t h e  f a c e  s h e e t s .  T h e  
s t i f f n e s s  r e d u c t i o n  c o e f f i c i e n t ,  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  f i b e r  f a i l u r e  i n  c o m p r e s s i o n ,  i s  
s e t  e q u a l  t o  a  l a r g e r  v a l u e ,  b e c a u s e  t h e  c o m p r e s s i v e  f i b e r  m o d e  o f  f a i l u r e  i s  
i n t e r p r e t e d  a s  b u c k l i n g  o f  f i b e r s  i n  t h e  m a t r i x  [ 1 0 ] .  I t  i s  a s s u m e d  t h a t  i f  t h e  
b u c k l i n g  o f  t h e  f i b e r s  o c c u r s ,  t h e  l a y e r  s t i l l  h a s  s o m e  r e s i d u a l  s t r e n g t h .
A t  e a c h  t i m e  s t e p ,  t h e  a v e r a g e  ( o v e r  a  f i n i t e  e l e m e n t  l e n g t h )  s t r e s s e s  i n  e a c h  
l a y e r  w i t h i n  e a c h  e l e m e n t  a r e  u s e d  i n  t h e  f a i l u r e  c r i t e r i a .
N o w ,  t h e  algorithm o f  taking account o f  damage progression  w i l l  b e  
p r e s e n t e d  w i t h o u t  d e t a i l s  o f  h o w  i t  i s  i m b e d d e d  i n t o  t h e  t i m e  i n t e g r a t i o n  s c h e m e  
( t h e  d e t a i l s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  s u b s e q u e n t l y ) .
1 )  A t  e a c h  t i m e  s t e p  o f  t i m e  i n t e g r a t i o n ,  c o m p u t e  a v e r a g e  ( o v e r  a n  e l e m e n t  
l e n g t h )  s t r e s s e s  a xx, a xy, a  yy , a xz, a  yz , a n d  a  zz i n  t h e  p r o b l e m  c o o r d i n a t e  
s y s t e m  i n  a l l  f i n i t e  e l e m e n t s ,  i n  t h e  m i d d l e  o f  e a c h  p l y  o f  t h e  f a c e  s h e e t s  ( a t  
z  = ( £  k +  £ k + i ) / 2 )  a n d  i n  t h e  m i d d l e  o f  e a c h  n o m i n a l  l a y e r  o f  t h e  c o r e  
( c o m p u t a t i o n  o f  a v e r a g e  s t r e s s e s  i s  d i s c u s s e d  a b o v e ) .
2 )  T r a n s f o r m  t h e  s t r e s s e s  t o  t h e  p r i n c i p l e  m a t e r i a l  c o o r d i n a t e s ,  i . e . ,  c o m p u t e
a i ^  a 2 2 , a 3 3 , a ^  a ^  a n d  a 23.
3 )  S u b s t i t u t e  t h e  s t r e s s e s  i n  t h e  m a t e r i a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i n t o  t h e  f a i l u r e  
c r i t e r i a .  T h e  H a s h i n  c r i t e r i a  [ 7 ]  a r e  u s e d  f o r  t h e  f a c e  s h e e t s  a n d  t h e  T s a i - W u  
c r i t e r i o n  [ 8 ,  9 ]  i s  u s e d  f o r  t h e  c o r e .  I f  t h e  f a i l u r e  o c c u r s ,  r e d u c e  t h e  a p p r o p r i a t e  
e n g i n e e r i n g  c o n s t a n t s  o f  t h e  f a c e  s h e e t s  a n d  t h e  c o r e  u s i n g  t h e  m e t h o d s  d e s c r i b e d  
e a r l i e r .
4 )  B y  t h e  u s e  o f  t h e  m o d i f i e d  v a l u e s  o f  e n g i n e e r i n g  e l a s t i c  c o n s t a n t s ,  f o r
e a c h  l a y e r  o f  e a c h  f i n i t e  e l e m e n t  t h a t  f a i l s ,  r e c o m p u t e  e l a s t i c  c o n s t a n t s  a  c j ) ,
e l e m e n t  s t i f f n e s s  m a t r i c e s ,  t h e  g l o b a l  s t i f f n e s s  m a t r i x ,  a n d  r e s t a r t  t h e  a n a l y s i s  a t  
t h e  s a m e  t i m e  s t e p ,  i . e . ,  r e t u r n  t o  t h e  s t e p  1.
S u c h  a  m e t h o d  i s  u s e d  b e c a u s e  w h e n  f a i l u r e  o c c u r s ,  t h e  s t r e s s  f i e l d  c h a n g e s  
i n s t a n t l y  d u e  t o  t h e  c h a n g e  o f  m a t e r i a l  p r o p e r t i e s .  T h i s  r e d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  
s t r e s s e s  m a y  c a u s e  a d d i t i o n a l  f a i l u r e  t o  o c c u r .  T h e r e f o r e ,  i n  c a s e  o f  f a i l u r e ,  t h e  
t i m e  i n c r e m e n t a t i o n  m u s t  b e  s t o p p e d ,  a n d  a n a l y s i s  m u s t  b e  r u n  a g a i n  f o r  t h e  s a m e  
t i m e  i n t e r v a l  t o  d e t e r m i n e  t h e  n e w  f a i l u r e .  I f  t h e  n e w  f a i l u r e  d o e s  n o t  o c c u r ,  t h e  
a n a l y s i s  c a n  g o  o n  t o  t h e  n e x t  t i m e  s t e p .
5 )  I f  f a i l u r e  d o e s  n o t  o c c u r ,  p r o c e e d  t o  t h e  n e x t  t i m e  s t e p .  A n a l y s i s  g o e s  o n  
f o r  a  n u m b e r  o f  t i m e  s t e p s ,  s p e c i f i e d  b y  a  u s e r .
N o w ,  t h e  d e t a i l s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  o n  h o w  t h e  d a m a g e  p r o g r e s s i o n  a l g o r i t h m  
i s  i m b e d d e d  i n t o  t h e  t i m e  i n t e g r a t i o n  s c h e m e  o f  t h e  s y s t e m  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n
[ M  ] { 0 } +  [ C  ] { 0 } +  [ K  ] { 0 }  +  { g }  =  { P } ,  ( 7 2 )
w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  N e w m a r k  m e t h o d  [ 5 ] .  I n  e q u a t i o n  ( 7 2 ) ,  t h e  m a t r i x  [ K ] i s  t h e  
s y s t e m  s t i f f n e s s  m a t r i x ,  w h o s e  c o m p o n e n t s  d o  n o t  d e p e n d  o n  t h e  n o d a l  u n k n o w n s
0  j-, a n d  { Q }  i s  a  n o n l i n e a r  p a r t  o f  t h e  i n t e r n a l  f o r c e  v e c t o r ,  w h o s e  c o m p o n e n t s
, ,,, . d(U nl) system - i l l  1
a r e  d e f i n e d  a s  ------------------------ , w h e r e  (U ni) system i s  t h e  w h o l e  s y s t e m  s  p a r t  o f  t h e
s t r a i n  e n e r g y  t h a t  i s  n o t  q u a d r a t i c  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  n o d a l  u n k n o w n s .  T h e  p a r t  o f  
t h e  s t r a i n  e n e r g y  (U  ni )  system a p p e a r s  d u e  t o  t h e  n o n l i n e a r  t e r m s  i n  t h e  v o n
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K a r m a n  s t r a i n - d i s p l a c e m e n t  r e l a t i o n s  [ 1 1 ] .  T h u s ,  t h e  p r o b l e m  b e i n g  s o l v e d  
n u m e r i c a l l y  i s  g e o m e t r i c a l l y  n o n l i n e a r .
L e t  u s  i n t r o d u c e  t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n s :
{ © } | _  =  { © } n -  v e c t o r  o f  n o d a l  v a r i a b l e s ,  e v a l u a t e d  a t  m o m e n t  o f  t i m e  tn ,
t _ tn
{ ©  )| _  =  { © } n+1 -  v e c t o r  o f  n o d a l  v a r i a b l e s ,  e v a l u a t e d  a t  m o m e n t  o f  t i m e  t n + 1 ,
t _ tn+1
r  =  t n +  1 _  t n .
W i t h  t h e  u s e  o f  t h e  T a y l o r  s e r i e s  e x p a n s i o n ,  v e c t o r s  { © } n+1 a n d  { ©  } n+1 c a n  
b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m
{ © } n +1 -  { © } n  +  r { © } n  +  r 2 ( 2 -  p ) { © } n  +  r 2 P { © } n+ 1 , ( 7 3 )
{ 0 } n+i « { 0 } n +  r (1 — y r ) { 0 } n +  r 2 y { 0 } n + ^  ( 7 4 )
w h e r e  P  a n d  y  a r e  f r e e  p a r a m e t e r s  t h a t  c o n t r o l  t h e  a c c u r a c y  a n d  s t a b i l i t y  o f  t h e  
m e t h o d .  I n  t h e  e x a m p l e  p r o b l e m s  c o n s i d e r e d  b e l o w ,  t h e  v a l u e s  o f  t h e s e  
p a r a m e t e r s  w e r e  c h o s e n  t o  b e  P  =  1 /4  a n d  y  =  1 /2 , w h i c h  c o r r e s p o n d  t o  t h e  
m e t h o d  o f  c o n s t a n t  m e a n  a c c e l e r a t i o n .  S u c h  a  m e t h o d  i s  u n c o n d i t i o n a l l y  s t a b l e  
a n d  p r o v i d e s  a  s a t i s f a c t o r y  a c c u r a c y .
E q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( 7 2 ) ,  e v a l u a t e d  a t  a  m o m e n t  o f  t i m e  t n + i ,  a r e
[ M  ] { 0 } n + i +  [C ] { 0  } n + i +  [K  ] { 0 } n + i +  { Q } n + 1 =  { P } .  ( 7 5 )
I n  e q u a t i o n s  ( 7 2 )  a n d  ( 7 5 ) ,  t h e  l o a d  v e c t o r  { P }  i s  d u e  t o  t h e  g r a v i t y  f o r c e ,  s o  
i t  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t i m e  a n d ,  t h e r e f o r e ,  d o e s  n o t  h a v e  t h e  s u b s c r i p t  n . 
S u b s t i t u t i o n  o f  e q u a t i o n s  ( 7 3 )  a n d  ( 7 4 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 7 5 )  a n d  s i m p l e  
t r a n s f o r m a t i o n s  y i e l d :
[ K ] { 0 } n + i +  { Q} n+i =  { F } n , ( 7 6 )
w h e r e
1 Y [ K } =  [ K ] + ^ [ M ] + £ [ C ] ,
r  2 P P '
( 7 7 )
{ F }n _  { P } - [ C ] ( { © }n +  r ( 1 - Y r ) { © } n )  +
+ [ M  ] + 4  [ C  ] ^ { © } n  +  r { ©  }n  +  r  2 ( i - p ) { ©  }n  ) .  ( 7 8 )
N o w ,  a s s u m i n g  t h a t  t h e  v a l u e s  o f  { 0 } n , { 0  } n , a n d  { 0  } n a r e  k n o w n ,  o n e  
n e e d s  t o  f i n d  t h e  v a l u e s  o f  { 0 } n + 1 , { 0  } n + 1 , a n d  { 0  } n + 1 . C o m p o n e n t s  o f  v e c t o r  
{ Q } n + 1  , t h a t  e n t e r s  i n t o  e q u a t i o n  ( 7 6 ) ,  d e p e n d  n o n l i n e a r l y  o n  c o m p o n e n t s  o f  t h e  
v e c t o r  o f  n o d a l  p a r a m e t e r s  { 0 } n + 1. T h e r e f o r e ,  e q u a t i o n  ( 7 6 )  i s  a  n o n l i n e a r
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s y s t e m  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  w i t h  r e s p e c t  t o  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r  { 0 } n + 1 . 
T h e s e  n o n l i n e a r  e q u a t i o n s  a r e  s o l v e d  b y  a  d i r e c t  i t e r a t i o n  ( P i c a r d )  m e t h o d  [ 4 ] .  
T h e  d i r e c t  i t e r a t i o n  m e t h o d  i s  b a s e d  o n  c o m p u t i n g  a  s e q u e n c e  o f  v e c t o r s
{ 0 > n « .  { 0 > n « .  {0 >n3+)1. - . .  ( 7 9 )
b y  s o l v i n g  a  s y s t e m  o f  l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s
[ K  } { 0 } n + +11) — {F  }n  — { Q  £ 1, ( 80)
( r ) ( r )
w h e r e  t h e  v e c t o r  { Q } n + 1 i s  t h e  v e c t o r  { Q } n+1 e v a l u a t e d  a t  { 0 } n+1 — {0 } n + 1,
i . e . ,  e v a l u a t e d  w i t h  t h e  u s e  o f  v a l u e s  o f  n o d a l  p a r a m e t e r s  0  i o b t a i n e d  a t  t h e  r t h  
i t e r a t i o n .  T h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  m a t r i x  [K  ] a n d  t h e  v e c t o r  { F } n d o  n o t  d e p e n d
o n  t h e  u n k n o w n s ,  i . e . ,  o n  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r  { 0 } n + 1 . I f  t h e  s e q u e n c e  o f  
v e c t o r s  {0 } i 1i 1 ,  ■l0 ^  { 0 } n 3+\ , . . .  c o n v e r g e s  t o  s o m e  v e c t o r  { 0 } n + 1 , t h e n  t h i s  
v e c t o r  { 0 } n + 1 i s  a  s o l u t i o n  o f  t h e  s y s t e m  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  ( 7 6 ) .  I n  t h i s  
n u m e r i c a l  i m p l e m e n t a t i o n
{ 0 } n + 1  — { 0 } , ( 8 1 )
t h e  f i r s t  t e r m  o f  t h e  i t e r a t i o n  s e q u e n c e  {0 ^ + 1, ( 0 > ® .  { 0 } n 3+\ , . . .  i s  s e t  e q u a l  t o  
a  z e r o - v e c t o r  a t  a l l  t i m e  i n t e r v a l s  f o r  n — 1 , 2 ,  3 ,  . . .  . I t e r a t i o n  i s  s t o p p e d  i f  a  n o r m
( r+ 1 ) ( r )
o f  v e c t o r  {0 } n+1 — { 0 } n + 1 ( a  d i f f e r e n c e  o f  s o l u t i o n  v e c t o r s  i n  t w o  s u c c e s s i v e
( r+ 1)
a p p r o x i m a t i o n s ) ,  d i v i d e d  b y  t h e  n o r m  o f  v e c t o r  { 0 } n + i  i s  l e s s  t h a n  s o m e  
n u m b e r  ( t o l e r a n c e ) :
{ S i n « 11
<  tolerance. ( 8 2 )
A s  a  n o r m  o f  a  v e c t o r ,  a  s q u a r e  r o o t  o f  t h e  s u m  o f  t h e  s q u a r e s  o f  i t s
( r )
c o m p o n e n t s  w a s  u s e d .  L e t  ( 0  i )  n+1 b e  a n  i th  c o m p o n e n t  o f  t h e  a p p r o x i m a t e
s o l u t i o n  v e c t o r  o b t a i n e d  i n  a n  i t e r a t i o n  w i t h  a  n u m b e r  r  a t  a  m o m e n t  o f  t i m e  w i t h  
a  n u m b e r  n +  1. T h e n  t h e  c r i t e r i o n  ( 8 2 )  f o r  s t o p p i n g  t h e  i t e r a t i o n s  w i l l  b e  w r i t t e n  
a s  f o l l o w s :
[ ( s  ) {: «  -  ( s  )!r«)i ] 2
[ ( S  i i n ? / ' ] 2
■ <  tolerance. ( 8 3 )
I n  t h e  e x a m p l e  p r o b l e m s  c o n s i d e r e d  b e l o w ,  i t  i s  s e t :  tolerance  =  1 - 1 0 - 4 . 
T h u s ,  in the problem s with the damage progression taken into account, t h e  
a l g o r i t h m  o f  t h e  N e w m a r k  [ 5 ]  t i m e  i n t e g r a t i o n  s c h e m e ,  c o m b i n e d  w i t h  t h e  d i r e c t
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i t e r a t i o n  m e t h o d  o f  s o l v i n g  t h e  n o n l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  ( 7 6 ) ,  c a n  b e  
s u m m a r i z e d  a s  f o l l o w s :
I )  A t  t h e  f i r s t  t i m e  i n t e r v a l  [ ^ ,  12 ] ,  s e t  t h e  v e c t o r s  o f  i n i t i a l  g e n e r a l i z e d  
d i s p l a c e m e n t s  { 0 } 1 a n d  v e l o c i t i e s  { 0  } 1 e q u a l  t o  t h e  v a l u e s  s p e c i f i e d  i n  i n i t i a l  
c o n d i t i o n s .  T h e  v e c t o r  { 0  }1 o f  i n i t i a l  g e n e r a l i z e d  a c c e l e r a t i o n s  i s  f o u n d  f r o m  t h e  
e q u a t i o n  ( 7 5 ) ,  w h e r e  n i s  s e t  e q u a l  t o  z e r o :
[ M  ] { 0  }1 +  [ C  ] { 0  }1 +  [K  ] { 0 } 1  +  { Q  }1 =  { P } .  ( 8 4 )
T h i s  i s  a  s y s t e m  o f  l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  w i t h  r e s p e c t  t o  c o m p o n e n t s  o f  
t h e  v e c t o r  {<t0 } 1.
I I )  A t  t h e  n t h  t i m e  i n t e r v a l  [tn , tn+1], t h e  v e c t o r s  { 0 } n , { 0 } n , { 0 } n , a n d  
{ Q } n a r e  k n o w n ,  a n d  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  f i n d  t h e  v e c t o r s  { 0 } n + 1 , { 0 } n + 1 , { 0 } n+1> 
a n d  { Q } n + 1 . F o r  t h i s  p u r p o s e ,  t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m  i s  u s e d .
1 )  S e t  t h e  i t e r a t i o n  c o u n t e r  r  e q u a l  t o  1 , a n d  s e t  t h e  i n i t i a l  a p p r o x i m a t i o n  f o r  
t h e  v e c t o r  { 0 } n+1 t o  b e  a  z e r o - v e c t o r :
{ 0 } n + 1  = { 0 } .  ( 8 5 )
( r ) ( r)
2 )  E v a l u a t e  { Q } n + 1, i . e . ,  e v a l u a t e  { Q } n+1 a t  { 0 } n+1 =  { 0 } n + 1 a n d  s o l v e  a
( r + 1)
l i n e a r  s y s t e m  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  f o r  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r  {0 } n +1
[ K } { 0 }nr++11) = { F }n -  { Q } ? + 1. ( 8 6 )
E v a l u a t e  t h e  a c c e l e r a t i o n  v e c t o r  o f  t h e  c u r r e n t  i t e r a t i o n  ( i t e r a t i o n  w i t h  
n u m b e r  r  +  1) b y  t h e  f o r m u l a
{ 0 } ? + ^  =  ^ [ { 0 } n r++11) -  { 0 } n  -  r { 0 } n  -  r 2 f 2 - y s ) { < E 0 } N ( 8 7 )
[ e q u a t i o n  ( 8 7 )  i s  o b t a i n e d  b y  e x p r e s s i n g  { 0 } n + 1 f r o m  e q u a t i o n  ( 7 3 ) ] .  E v a l u a t e  
t h e  v e l o c i t y  v e c t o r  o f  t h e  c u r r e n t  i t e r a t i o n  ( i t e r a t i o n  w i t h  n u m b e r  r  +  1) b y  t h e  
f o r m u l a
{ 0  }nr++11) =  { 0  }n  +  r ( 1 - y r  ) { 0  }n  +  r  2 y { 0  }nr++11) ( 8 8 )
[ e q u a t i o n  ( 8 8 )  i s  o b t a i n e d  f r o m  e q u a t i o n  ( 7 4 ) ] .
( r + 1) ( r)
3 )  C h e c k  i f  t h e  v e c t o r s  { 0 } ? + i  a n d  { 0 } n + 1 s a t i s f y  t h e  c o n v e r g e n c e  
c r i t e r i o n  o f  e q u a t i o n  ( 8 3 ) .
I f  t h e  c o n v e r g e n c e  c r i t e r i o n  i s  n o t  s a t i s f i e d ,  t h e n  b e g i n  a  n e w  i t e r a t i o n  w i t h i n  
t h i s  t i m e  i n t e r v a l ,  i . e . ,  s e t  r  =  r  +  1 a n d  g o  b a c k  t o  t h e  s t e p  2 .  I f  t h e  c o n v e r g e n c e  
c r i t e r i o n  i s  s a t i s f i e d ,  g o  t o  t h e  n e x t  s t e p .
4 )  S e t  t h e  v e c t o r  o f  n o d a l  p a r a m e t e r s  a n d  t h e  v e c t o r s  o f  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  
t i m e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  n o d a l  p a r a m e t e r s  e q u a l  t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v e c t o r s
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o b t a i n e d  i n  t h e  i t e r a t i o n  a t  w h i c h  t h e  c o n v e r g e n c e  c r i t e r i o n  o f  t h e  s t e p  3  w a s  
s a t i s f i e d ,  i . e . ,  s e t
{ 0 } n + 1  _  { © } !,+ 1 1 ) , ( 8 9 )
{ ( 3 } „ + 1 _  { ( 3 } ^ ] , ( 9 0 )
{ @ } „ + 1  _  { 0 }i++11) ( 9 1 )
f o r  u s e  i n  t h e  n e x t  t i m e  s t e p  a n d  f o r  c o m p u t a t i o n  o f  s t r e s s e s  a t  t _  tn+1 .
5 )  C o m p u t e  a v e r a g e  s t r e s s e s  i n  a l l  p l i e s  o f  e a c h  f i n i t e  e l e m e n t  a t  t _  t n+ 1, 
u s i n g  t h e  v e c t o r s  { © } n + 1, { 0 } n + 1, a n d  { 0 } n + 1, o b t a i n e d  i n  t h e  4 t h  s t e p .  
S u b s t i t u t e  t h e s e  s t r e s s e s  i n t o  t h e  f a i l u r e  c r i t e r i a .  I n  a  p l y  o f  a  f i n i t e  e l e m e n t ,  
m o d i f y  m a t e r i a l  e l a s t i c  c o n s t a n t s  o f  t h i s  p l y ,  m o d i f y  t h e  e l e m e n t  s t i f f n e s s  m a t r i x
o f  t h e  f i n i t e
! n+1
[ k  ] a n d  t h e  n o n l i n e a r  i n t e r n a l  f o r c e  v e c t o r  {q} n+ 1 _ .
n + 1 ^ d { 0 }
e l e m e n t  t o  w h i c h  t h e  d a m a g e d  p l y  b e l o n g s  a n d  a s s e m b l e  t h e  g l o b a l  s t i f f n e s s  
m a t r i x  [ K ] a n d  g l o b a l  n o n l i n e a r  i n t e r n a l  f o r c e  v e c t o r  { Q } n+1 w i t h  a c c o u n t  o f  
m o d i f i c a t i o n s  t o  t h e  e l e m e n t  s t i f f n e s s  m a t r i c e s  a n d  e l e m e n t  n o n l i n e a r  i n t e r n a l  
f o r c e  v e c t o r s  d u e  t o  t h e  d a m a g e .  T h e n  g o  t o  t h e  s t e p  2 ,  i . e . ,  r e c o m p u t e  v e c t o r s  
{ 0 } n + 1 , { 0 } n+ 1, a n d  { 0 } n + 1 a n d  s t r e s s e s  a t  t h e  s a m e  m o m e n t  o f  t i m e .
W h e n  f a i l u r e  o c c u r s ,  t h e  s t r e s s  f i e l d  c h a n g e s  i n s t a n t l y  d u e  t o  t h e  c h a n g e  o f  
m a t e r i a l  p r o p e r t i e s .  T h i s  r e d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s t r e s s e s  m a y  c a u s e  a d d i t i o n a l  f a i l u r e  
t o  o c c u r .  T h e r e f o r e ,  i n  c a s e  o f  f a i l u r e ,  t h e  t i m e  i n c r e m e n t a t i o n  m u s t  b e  s t o p p e d  
a n d  a n a l y s i s  m u s t  b e  r u n  a g a i n  f o r  t h e  s a m e  t i m e  i n t e r v a l  t o  d e t e r m i n e  t h e  n e w  
f a i l u r e .  I f  t h e  n e w  f a i l u r e  d o e s  n o t  o c c u r ,  t h e  a n a l y s i s  c a n  g o  o n  t o  t h e  n e x t  t i m e  
s t e p .
I f  f a i l u r e  d o e s  n o t  o c c u r ,  s e t  n _  n + 1 ,  i . e . ,  g o  t o  t h e  n e x t  t i m e  i n t e r v a l .
A n a l y s i s  g o e s  o n  f o r  a  n u m b e r  o f  t i m e  s t e p s ,  s p e c i f i e d  b y  a  u s e r .
E x a m p l e  P r o b l e m s .  I n  s o m e  p r o b l e m s ,  w h e n  t h e  p l a t e s  a r e  l o a d e d  o n  b o t h  
t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  s u r f a c e s ,  o r  w h e n  t h e  p l a t e s  a r e  o n  e l a s t i c  f o u n d a t i o n s ,  
t r a n s v e r s e  c o m p r e s s i b i l i t y  o f  t h e  s a n d w i c h  p l a t e s  c a n  n o t  b e  n e g l e c t e d .  I n  t h e  
p r o p o s e d  f i n i t e  e l e m e n t  f o r m u l a t i o n ,  t h e  t r a n s v e r s e  c o m p r e s s i b i l i t y  i s  t a k e n  i n t o  
a c c o u n t  b y  a s s u m i n g  t h a t  t h e  d i r e c t  t r a n s v e r s e  s t r a i n  £  zz i s  n o t  e q u a l  t o  z e r o ,  a n d  
b y  i n c l u d i n g  t h i s  s t r a i n  i n t o  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  s t r a i n  e n e r g y .  I n  t h e  f o l l o w i n g  
e x a m p l e ,  a  s a n d w i c h  p l a t e  i s  c o n s i d e r e d ,  w i t h  a  r i g i d  b o d y  o n  i t s  u p p e r  s u r f a c e ,  
u n d e r  i t s  i m p a c t  a g a i n s t  a n  e l a s t i c  W i n k l e r  f o u n d a t i o n ,  a n d  d e m o n s t r a t e  t h a t  t h e  
c h a n g e  o f  t h e  p l a t e ’s  h e i g h t  d u r i n g  t h i s  i m p a c t  c a n  b e  c a p t u r e d  b y  t h e  f i n i t e  
e l e m e n t  m o d e l .  I n  t h e  f i n i t e  e l e m e n t  f o r m u l a t i o n ,  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  r i g i d  b o d y  
o n  t h e  u p p e r  s u r f a c e  i s  t a k e n  a c c o u n t  b y  i n c l u d i n g  a  k i n e t i c  e n e r g y  o f  t h e  r i g i d  
b o d y  i n t o  t h e  H a m i l t o n ’s  p r i n c i p l e .  E x a m p l e  p r o b l e m s ,  c o n s i d e r e d  b e l o w ,  a r e  
s o l v e d  w i t h  t h e  u s e  o f  t h e  g e o m e t r i c a l l y  n o n l i n e a r  f o r m u l a t i o n .  F o r t y  f i n i t e  
e l e m e n t s  a r e  u s e d  i n  a l l  e x a m p l e  p r o b l e m s .
S o  f a r ,  t h e  n u m e r i c a l  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  t h e o r y  i s  p e r f o r m e d  f o r  t h e  c a s e  
o f  c y l i n d r i c a l  b e n d i n g  o n l y ,  w h i c h  o c c u r s  i f  t h e  w i d t h  o f  t h e  p l a t e  i s  l a r g e r  t h a n  
t h e  l e n g t h ,  a n d  t h e  l o a d  o n  t h e  s u r f a c e  i s  u n i f o r m l y  d i s t r i b u t e d  a l o n g  t h e  w i d t h .  I n
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t h i s  c a s e ,  t h e  s t r e s s  d i s t r i b u t i o n  a n d  s t i f f n e s s  d e g r a d a t i o n  a r e  u n i f o r m  i n  t h e  w i d t h  
d i r e c t i o n .
L e t  u s  c o n s i d e r  a n  e x a m p l e  o f  a  s a n d w i c h  p l a t e  w i t h  l a m i n a t e d  c o m p o s i t e  
f a c e  s h e e t s ,  m a d e  o f  A S 4 / 3 5 0 1 - 6  m a t e r i a l ,  a n d  a  h o n e y c o m b  c o r e ,  m a d e  o f  
N o m e x  H R H 1 0 - 1 / 8 - 4 . 0 .  T h e  m a t e r i a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e  f a c e  s h e e t s  a n d  t h e  c o r e ,  
u s e d  i n  t h e  e x a m p l e  p r o b l e m s ,  a r e  l i s t e d  b e l o w .  E l a s t i c  c o n s t a n t s  o f  t h e  f a c e  
s h e e t s :  E 1 =  1 4 4 .8 •  1 0 9 N / m 2 , E 2 =  9 . 7 - 1 0 9 N / m 2 , E 3 =  9 .7  - 1 0 9 N / m 2 , G 23 =  
=  3 . 6 - 1 0 9 N / m 2 , G 13 =  6 . 0 - 1 0 9 N / m 2 , G 12 =  6 . 0 - 1 0 9 N / m 2 , v 23 =  0 .3 4 ,  v  13 =  
=  0 .3 ,  a n d  v  12 =  0 .3 . M a t e r i a l  s t r e n g t h s  o f  t h e  f a c e  s h e e t s :  X T =  2 .1 7  • 1 0 9 N / m 2 , 
X C  =  1 . 7 2 - 1 0 9 N / m 2 , YT =  5 3 . 8 - 1 0 6 N / m 2 , YC =  2 0 5 . 5 - 1 0 6 N / m 2 , ZT =  
=  5 3 .8 •  1 0 6 N / m 2 , Z C  =  2 0 5 . 5 - 1 0 6 N / m 2 , 5 23 =  8 9 .3 •  1 0 6 N / m 2 , 5 13 =  
=  1 2 0 . 7 - 1 0 6 N / m 2 , a n d  5 12 =  1 2 0 . 7 - 1 0 6 N / m 2 , w h e r e  X T , X C , YT , YC , ZT , 
a n d  ZC a r e  t h e  m a t e r i a l  s t r e n g t h s  i n  t e n s i o n  a n d  c o m p r e s s i o n  a l o n g  1 , 2 ,  3 
d i r e c t i o n s ,  a n d  5 23, 5 13, a n d  5 12 a r e  t h e  s h e a r  s t r e n g t h s  i n  t h e  2 3 ,  1 3  a n d  1 2  
p l a n e s .  E l a s t i c  c o n s t a n t s  o f  t h e  c o r e :  E 1 =  8 0 . 4 - 1 0 6 N / m 2 , E 2 =  8 0 . 4 - 1 0 6 N / m 2 ,
E 3 =  1 0 0 5 - 1 0 6 N / m 2 , G 23 =  7 5 . 8 - 1 0 9 N / m 2 , G 13 =  1 2 0 . 6 - 1 0 6 N / m 2 , G 12 =
=  3 2 . 2 - 1 0 6 N / m 2 , v 23 =  0 .0 2 ,  v  13 =  0 .0 2 ,  a n d  v  12 =  0 .2 5 .  M a t e r i a l  s t r e n g t h s  o f
t h e  c o r e :  Z C  =  3 . 8 3 - 1 0 6 N / m 2 , 5 23 =  1 4 2 . 3 - 1 0 6 N / m 2 , a n d  5 13 =  1 7 7 . 9 - 1 0 6
N / m  . B o t h  f a c e  s h e e t s  h a v e  t h e  s a m e  t h i c k n e s s  0 . 0 0 2 5  m ,  a n d  e a c h  o f  t h e m  
c o n s i s t s  o f  2 5  p l i e s  w i t h  0 ° / 9 0 °  l a y - u p .  T h e  t h i c k n e s s  o f  t h e  c o r e  i s  0 . 0 4  m .  O n  
t h e  u p p e r  s u r f a c e  o f  t h e  p l a t e  t h e r e  i s  a  r i g i d  b o d y  o f  m a s s  5 0 0  k g ,  l o c a t e d  
s y m m e t r i c a l l y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  m i d d l e  o f  t h e  p l a t e ’s  s p a n ,  a n d  h a s  t h e  l e n g t h
0.2 m .
T h e  m o d u l u s  o f  t h e  e l a s t i c  W i n k l e r  f o u n d a t i o n  i n  t h e  e x a m p l e  p r o b l e m ,  
r e p r e s e n t e d  b y  F i g .  1 , i s  6 . 7 8 6 4 - 1 0  P a / m  ( c l a y ) .  A  t i m e  i n c r e m e n t ,  u s e d  i n
n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  o f  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( 7 2 ) ,  i s  c h o s e n  t o  b e  1 - 1 0 _4 s .  A  
p l a t e ,  f a l l i n g  o n  t h e  e l a s t i c  f o u n d a t i o n  w i t h  v e l o c i t y  3 0  m / s ,  i s  c o n s i d e r e d .  T h e  
a n a l y s i s  o f  t h e  r e s p o n s e  [ t i m e  i n t e g r a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( 7 2 ) ]  i n  t h i s  
a n d  a l l  s u b s e q u e n t  e x a m p l e  p r o b l e m s  b e g i n s  a t  t h e  m o m e n t  o f  t i m e  w h e n  t h e  
f a l l i n g  p l a t e  t o u c h e s  t h e  e l a s t i c  f o u n d a t i o n .  F i g u r e  1 s h o w s  t h e  t r a n s v e r s e  
d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  l o w e r  s u r f a c e  o f  t h e  p l a t e  a s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e ,  c o m p u t e d  
w i t h  a c c o u n t  o f  d a m a g e  ( s o l i d  l i n e )  a n d  w i t h o u t  a c c o u n t  o f  d a m a g e  ( d a s h e d  l i n e ) .  
I n  t h e  a n a l y s i s  w i t h  t h e  a c c o u n t  o f  d a m a g e ,  t h e  a m p l i t u d e  o f  v i b r a t i o n  i s  h i g h e r .  
T h i s  i s  e x p e c t e d  b e c a u s e  t h e  s t i f f n e s s  o f  t h e  d a m a g e d  s t r u c t u r e  i s  l o w e r .
F i g u r e  2  s h o w s  t h e  t r a n s v e r s e  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  p l a t e  f a l l i n g  o n  t h e  
f o u n d a t i o n  w i t h  t h e  s m a l l e r  m o d u l u s ,  6 . 7 8 6 4 - 1 0  P a / m .  A l l  o t h e r  c o n d i t i o n s  a r e
t h e  s a m e  a s  i n  t h e  p r e v i o u s  e x a m p l e .  I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i n  c a s e  o f  t h e  l o w e r  
m o d u l u s  o f  t h e  f o u n d a t i o n ,  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  t r a n s v e r s e  d i s p l a c e m e n t  i s  h i g h e r .  
S o ,  t h e  e f f e c t  o f  t h e  f o u n d a t i o n  s t i f f n e s s  i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  p r o p e r l y .
F i g u r e  3 a  a n d  3 b  s h o w  r e s u l t s  o f  s t r e s s  a n a l y s i s  w i t h  a n d  w i t h o u t  a c c o u n t  o f  
d a m a g e  p r o g r e s s i o n  o f  t h e  s a m e  s a n d w i c h  p l a t e  u n d e r  t h e  i m p a c t  a g a i n s t  t h e  
e l a s t i c  f o u n d a t i o n .  A l l  c o n d i t i o n s  o f  t h e  p r o b l e m  a r e  t h e  s a m e  a s  i n  t h e  p r e v i o u s  
e x a m p l e .  A s  s e e n  i n  F i g .  3 a ,  w h e n  t h e  f i b e r  b r e a k a g e  o c c u r s ,  t h e  i n - p l a n e  d i r e c t
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s t r e s s  a xx r e d u c e s  d r a s t i c a l l y ,  d u e  t o  t h e  d e g r a d a t i o n  o f  t h e  m a t e r i a l  
c h a r a c t e r i s t i c s ,  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  i n - p l a n e  d i r e c t i o n .  A t  t h e  m o m e n t  o f  t i m e  
t =  0 .0 1 6  s ,  w h e n  s t r e s s  a  zz a t  t h e  l o w e r  s u r f a c e  o f  t h e  d a m a g e d  p l a t e  ( i . e . ,  f o r c e  
o f  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  p l a t e  a n d  t h e  e l a s t i c  f o u n d a t i o n  p e r  u n i t  a r e a )  r e a c h e s  a  
z e r o  v a l u e  ( F i g .  3 b ) ,  t h e  p l a t e  l o s e s  c o n t a c t  w i t h  t h e  e l a s t i c  f o u n d a t i o n  a n d  
b o u n c e s  u p  i n t o  t h e  a i r .  T h e r e f o r e ,  t h i s  a n d  a l l  o t h e r  g r a p h s  a r e  t o  b e  c o n s i d e r e d  
o n l y  f o r  t h e  t i m e  i n t e r v a l  d u r i n g  w h i c h  t h e  s t r e s s  a  zz a t  t h e  l o w e r  s u r f a c e  o f  t h e  
p l a t e  i s  n o t  p o s i t i v e  ( t i m e  i n t e r v a l  0  <  t <  0 .0 1 6  s  f o r  t h e  F i g .  3 b ) ,  u n l e s s  t h e  p l a t e  
i s  g l u e d  t o  t h e  e l a s t i c  f o u n d a t i o n  a t  t h e  m o m e n t  o f  i n i t i a l  c o n t a c t  ( i . e .  f o r c e d  t o  
s t a y  i n  c o n t a c t  w i t h  t h e  f o u n d a t i o n ) .  I f  t h e  p l a t e  i s  f o r c e d  t o  s t a y  i n  c o n t a c t  w i t h  
t h e  f o u n d a t i o n ,  a l l  t h e  g r a p h s  a r e  c o r r e c t  f o r  a n y  t i m e  d u r a t i o n .
Fig. 1. Transverse displacement w  (at x = L /2, z =  —h/ 2) as a function o f time in a sandwich 
plate dropped on elastic foundation w ith initial velocity 30 m/s. The foundation modulus is 
6.7864 • 10 Pa/m (clay). Here and in Figs. 2, 3: dashed line represents results o f analysis without 
account o f damage, solid line -  w ith damage included.
Fig. 2. Transverse displacement w  (at x = L /2, z  = —h/2) as a function o f time in a sandwich plate
dropped on elastic foundation with velocity 30 m/s. The foundation modulus is 6.7864 -107 Pa/m 
(sand).
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Fig. 3. Stresses axx (a) and a zz (b) at x = L /2, z =  —h/2 as a function o f time in a sandwich 
plate dropped on elastic foundation w ith initial velocity 30 m/s. The foundation modulus is 
6.7864 • 107 Pa/m (sand).
Fig. 4. Transverse displacement (at x =  —L/ 2) as a function o f time in a sandwich plate with a mass 
on its upper surface, dropped on elastic foundation with initial velocity 1 m/s. The foundation 
modulus is 6.7864 • 10 Pa/m (sand). The solid line represents displacement o f the lower surface, the 
dashed line -  displacement o f the upper surface. Under this initial velocity damage does not occur.
F i g u r e  4  s h o w s  t h e  t r a n s v e r s e  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  p l a t e  f a l l i n g  o n  t h e  
f o u n d a t i o n  w i t h  t h e  s m a l l e r  i n i t i a l  v e l o c i t y  1 m / s .  A l l  o t h e r  c o n d i t i o n s  a r e  t h e  
s a m e  a s  i n  t h e  p r e v i o u s  e x a m p l e .  C o m p a r i s o n  o f  F i g s .  2  a n d  4  s h o w s  t h a t  t h e  
e f f e c t  o f  t h e  i n i t i a l  v e l o c i t y  o n  t h e  r e s p o n s e  i s  c a p t u r e d  p r o p e r l y :  t h e  l o w e r  i n i t i a l  
v e l o c i t y  c a u s e s  t h e  l o w e r  a m p l i t u d e  o f  v i b r a t i o n .  F i g u r e  4  s h o w s  a l s o  t h a t  t h e  
a m p l i t u d e  o f  t h e  t r a n s v e r s e  d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  u p p e r  s u r f a c e  i s  h i g h e r ,  a n d  t h i s  
s h o w s  t h e  c a p a b i l i t y  o f  t h e  m o d e l  t o  c a p t u r e  t h e  c o m p r e s s i b i l i t y  o f  t h e  p l a t e  i n  t h e  
t r a n s v e r s e  d i r e c t i o n .
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C o n c l u s i o n s .  T h e  t h e o r y  o f  t h e  s a n d w i c h  p l a t e ,  p r e s e n t e d  i n  t h i s  p a p e r ,  h a s  a  
w i d e  r a n g e  o f  a p p l i c a b i l i t y .  I t  c a n  b e  u s e d  f o r  a n a l y s i s  o f  s a n d w i c h  p l a t e s  w i t h  
l a r g e  a n d  s m a l l  t h i c k n e s s - t o - l e n g t h  r a t i o s ,  w i t h  t h i c k  a n d  t h i n  f a c e  s h e e t s ,  w i t h  
t r a n s v e r s e l y  r i g i d  a n d  t r a n s v e r s e l y  f l e x i b l e  f a c e  s h e e t s  a n d  c o r e s .  T h e  p r o p o s e d  
f i n i t e  e l e m e n t  f o r m u l a t i o n  a l l o w s  o n e  t o  c o m p u t e  a c c u r a t e l y  a l l  s t r e s s  
c o m p o n e n t s ,  b o t h  i n - p l a n e  a n d  t r a n s v e r s e ,  w i t h o u t  u s i n g  f i n i t e  e l e m e n t  m o d e l s  
w i t h  t h r e e - d i m e n s i o n a l  e l e m e n t s .  T h e  g e o m e t r i c a l  n o n - l i n e a r i t y  o f  t h e  f i n i t e  
e l e m e n t  f o r m u l a t i o n  a l l o w s  f o r  a  n o n l i n e a r  t r a n s i e n t  a n a l y s i s  o f  a  s a n d w i c h  
c o m p o s i t e  p l a t e  u n d e r g o i n g  m o d e r a t e  r o t a t i o n s .  T h e  a l g o r i t h m  o f  t a k i n g  a c c o u n t  
o f  d a m a g e  p r o g r e s s i o n  i n  a  d y n a m i c  p r o b l e m  i s  i n c o r p o r a t e d  i n t o  t h e  
c o m p u t a t i o n a l  s c h e m e ,  b a s e d  o n  t h e  g e o m e t r i c a l l y  n o n l i n e a r  f o r m u l a t i o n .
Р е з ю м е
Д л я  в и п а д к у  т о в с т о ї  б а г а т о ш а р о в о ї  п а н е л і  з  п о в е р х н е в и м и  ш а р а м и  з  к о м п о ­
з и т н о г о  л а м і н а т а  з а п р о п о н о в а н о  р о з р а х у н к о в у  с х е м у  в  р а м к а х  т е о р і ї  п л а с ­
т и н  і з  в и к о р и с т а н н я м  с п р о щ е н и х  у я в л е н ь ,  щ о  о п и с а н і  у  п о в і д о м л е н н і  1. 
А л г о р и т м  р о з р а х у н к у  д и н а м і ч н о ї  з а д а ч і ,  в  я к о м у  п р и й м а є т ь с я  д о  у в а г и  
р о з в и т о к  п о ш к о д ж е н ь  у  м а т е р і а л і ,  в и к о р и с т о в у є т ь с я  у  р о з р а х у н к о в і й  с х е м і ,  
щ о  б а з у є т ь с я  н а  г е о м е т р и ч н о  н е л і н і й н о м у  ф о р м у л ю в а н н і  з а д а ч і ,  д л я  а н а л і з у  
у м о в  р у й н у в а н н я  б а г а т о ш а р о в о ї  п а н е л і ,  щ о  з а з н а є  у д а р н о г о  н а в а н т а ж е н н я  
п р и  п а д і н н і  н а  г р у н т .
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